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1. EISLEITUNG 
Eine Vermutung aus [7] besagt, da13 eine nilpotente maximale Untergruppe 
einer endlichen einfachen Gruppe eine Diedergruppe von Zvveierpotenz- 
ordnung ist. In diese Arbeit wird der folgende Satz bewiesen, aus dem diese 
T;‘ermutung folgt. 
SATZ. Sei G eine endliche nichtaujl~sbme Gruppe mit eirzer nilpotenten 
maximalen Untergruppe. Dam ist O”(G,‘F(G)) e&z dilahtes Prod& eon ein- 
fachen Gruppen, deren 2-Sylowgmppen Diedergruppen sind. 
Hierbei bezeichnet of(X) den kleinsten Kormalteiler, dessen Faktorgruppe 
eine 2-Gruppe ist, und F(X) den gr6Bten nilpotenten xormalteiler einer 
Gruppe X. 
Wegen 2.5 133t sich dann wie in [7] zeigen, da13 die einfachen direkten 
Faktoren von 02(G/F(G)) f” d ur ie in Frage kommenden Gruppen isomorph 
zu LF(2, q) ftir eine Primzahl q > 5 der Form 2” f  1, oder q = 9 sind. 
Cmgekehrt enthalt eine Gruppe G eine nilpotente maximale Untergruppe, 
falls folgende L-oraussetzungen erfiillt sind: 
(1) Der gr%te Kormalteiler ungerader Ordnung ron G ist nilpotent 
und wird von einer 2-Sylowgruppe von G zentralisiert; 
(2) 02(GjF(G)) ist ein direktes Produkt van zd LF(2, q) mit 
q = 2” & 1 > 5 isomorphen Gruppen; 
(3) @(G/F(G)) t is ein minimaler Normalteiler von G/F(G). 1st q = 7 
oder 9, so mul3 man auaerdem noch voraussetzen: daR geeignete auiuDere 
Automorphismen auf den einfachen direkten Faktoren von 02(GJF(G)) in 
ihrem Normalisator induziert werden. 
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Fiir zahlreiche Hinweise und Anregungen danke ich 31. Aschbacher, 
D. M. Goldschmidt und J. G. Thompson. 
2. BEZEICHNURGEN UND EINIGE HILFSMITTEL 
Im folgenden sei G immer eine endliche &uppe. Im allgemeinen werden 
die Bezeichnungen von [4] und [S] b enutzt. Dariiber hinaus bezeichnet 
Syl$(G) die Menge der p-Sylowgruppen von G und Y(P) den grofitmoglichen 
Rang einer elementar-abelschen Untergruppe einer p-Gruppe P. Abwei- 
chend von der iiblichen Bezeichnungstveise ist A(P) die Menge aller elemen- 
tar-abelschen Untergruppen van P vom Rang r(P) und J(P) = (A(P)). ,4n 
Stelle von Arc(X) bzw. C,(X) wird manchmal N(X) bzm. C(X) verwendet. 
Mit xn bzw. A, wird die symmetrische bzw. alternierende Gruppe vom 
Grad n bezeichnet. 
Eine X-Gruppe G ist eine Gruppe mit folgenden Eigenschaften: 
(1) Eine 2-Sylowgruppe von G ist eine maximale Untergruppe von G; 
(2) 1st E ein einfacher direkter Faktor von Os(G/O,(G)), so ist eine 
2-Sylowgruppe von E eine Diedergruppe (oder trivial). 
(2.1) LEMN~ [ 11. Ist p eine Primzahl und D eine Konjugiertenklasse von 
p-Elementen von G, von denen je zwei eine p-Gruppe erzeugen, so ist (0) ein 
p-Normalteiler von G. 
(2.2) LEMMA [2, 2.71. Sei G eine 2-Gruppe, in der jeder Normalteiler der 
Ordnung 4 zyklisch ist, und U ein solcher Xormalteiler. Dann ist C(V) zyklisch. 
(2.3) LEMMA [3, Lemma 5.1.11. Sei D eine Konjugiertenklasse von Inoolu- 
tionen volt G mit o(de) < 3 fur d, e E D, so day <D> nicht at@sbar ist. Dann 
gibt es eine zu xs isomorphe Gruppe H < G ntit H = (H n D>. 
(2.4) LEMM.~ [6, Lemma 41. Sei G eine 2-Gruppe. Enthiilt G eine 
Involution x mit 1 C(x)1 = 4, so ist G eine Diedergruppe, eine Quasidieder- 
gruppe oder eine Gruppe der Ordnung 4. 
(2.5) LEMMA. Sei G eine maximale Untergruppe von G, und der gropte 
Normalteiler N von G, der in U enthalten ist, sei von U verschieden. Ist E das 
maximale Urbild in G eines einfachen direkten Faktors eines minimalen Normal- 
teilers M/X von G/X, so ist N,(E) eine mawimale Untergruppe von EXc(E). 
Beweis. Da sonst N,(E) als maximales Urbild der maximalen Unter- 
gruppe N,,,N(E/N) von (FlN)X,~,(E/M) eine maximale Untergruppe von 
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E-MU(E) ist, kann man nach Induktion N = 1 annehmen. 1st N auf&- 
bar, so ist G n .M = 1, und M,(E) hat Primzahlindex in ELV~(E). Daher 
kann man annehmen, daB E eine nichtaufliisbare einfache Gruppe ist. 1st W 
eine maximale Untergruppe von ENL,(E) mit M,(E) C W, so folgt U n EC 
W n E. Wegen N,(E) = N,( W n E) ist ((W n E)U) ein direktes Produkt 
von zu W n E konjugierten Gruppen und es ist tr C < lY> W n E) C G, was 
ein Widerspruch zur Maximalitat von 77 ist. 
(2.6) LEMMA. Sei I/ ein treuer irreduusibbr F,G-Modul. Es gebe ein Elemxt 
d E G, des eine Tvamvektion auf V irzduziert (dh. dim Y/C,(d) = l), und ein 
ZL~ E Vz so da&l C,(w) eine 2-Gruppe ist. Dam ist (de> eilr. direktes Produkt aon 
zu x3 isomorphen Gruppen, und G/(dG j ist eine 2-Gwppe, die die xu x3 isomor- 
phen Faktoren 7;on (dc> transitiz pemutiert, und a@erha!b aon dG gibt es 
keine Transoektion. 
Beweis. Sei N ein minimaler Normalteiler von G und D = dG. Da die 
Elemente von D Transvektionen auf V induzieren und IT treu ist, folgt 
o(d) = 2 und o(de) ,( 4 fiir d, e E D. Da I’ treu und irreduzibel ist, ist 
O,(G) = 1, und es gibt wegen (2.1) ein e E D, so daD o(de) = 3 ist. Angenom- 
men, N6 C(D). Dann ist C,(d) ein FsN-Modul. W&-e fldED C,(d) = 0, so 
wurde _V wegen dim V/C,(d) = 1 eine Fahne von v  stabilisieren, und N 
ware ein 2-Normalteiler von G> was nicht sein kann. Daher ist N g C(D). 
Angenommen, X ist auf&bar. Sei d, e E D mit de E JV+ und I/-r = 
(v - 3” j YJ F V und Y E id, e>). Wegen o(de) = 3 ist N eine elementar- 
abelsche 3-Gruppe, -und Vi ist ein F,N-Modul mit d:m L’i = 2. Ist IiG = 
iv; ,*.., LTJ, so folgt v-s ,..., p7n C C,(de) und damit V = V, @ *.. @ vm 
sowie 1 ~1’ j = 3%. Fur g E G ist dann das Zentrum der Transvektion dg in 
Vrg enthalten, und wegen vlh 2 C,(dg) fir R E G mit Via + rlg ist dg die 
einzige Transvektion aus D mit diesem Zentrum. Da ITi ein F,(D)-Modui 
ist, ist daher <d, e)” ein Kormalteiler von (D), u-oraus folgt, dal3 <ID) ein 
direktes Produkt von n zu x3 isomorphen Gruppen ist. AuBerdem ist 
&z = (‘jI + . . . _ 71, / ci s l/i , z’~ f  0;. Angenommen, es gibt ein Element 
ungerader Ordnung g E G .\; (D). Sei P eine 2-Sylowgruppe von (D). 
Kach dem Frattini-Argument ist o.B.d.A.gEX(P). Wegen : C,(P) n wc ) = 1 
folgt C,-(G) n wG + g, was der Voraussetzung widerspricht. Daher ist 
G!(D) eine 2-Gruppe. Gabe es eine Transvektion x E G .\>. D, so ware 
0.B.d.A. o(dx) = 4, und (dx)” ware wieder eine Transvektion, was wegen 
dim K/CB((de)2) = 2 nicht sein kann. 
Angenommen, N ist nicht auf&bar. Sei E ein einfacher direkter Faktor 
van :V, der von d nicht zentralisiert wird. Ist Ed f  E, so gibt es nach einem 
Satz van Burnside [2] eine nichttriviale q-Sylowgruppe von E Ed fur eine von 
2 und 3 rerschiedene Primzahl q, die von d normalisiert wird. Dann gibt 
122 BERKD BAlJiVAh% 
es aber e E D mit o(de) = 4, was nicht sein kann. Daher ist d E N(E). Ange- 
nommen, es gibt L& e E D n (d) E mit o(de) = 4. Dann induziert f = (de)2 
wieder eine Transvektion auf I’, und wegen (2.1) gibt es Transvektionen a, 6 
mit o(ad) = o(6f) = 3. 1st H = (a, b, d, e) und C = C,(H), so ist V/C in 
naturlicher Weise ein F,H-Modul mit dim V/C < 4, und H induziert eine 
Untergruppe von L(4,2) auf V/C. Kach Wahl der Transvektionen folgt, daB 
H nicht auf-l&bar ist und H/O,(H) isomorph zu L(3,2) oder L(4,2) ist. Dann 
folgt aber aus der Operation von H auf V/C, da8 es in C&z f  C) und 
damit in C,(w) ein nichttriviales Element ungerader Ordnung gibt, was 
nicht sein kann. Daher ist o(de) < 3 fur d, e ED. Dann folgt aber aus (2.3), 
daf3 es in (D) eine van Transvektionen erzeugte zu x5 isomorphe Unter- 
gruppe H gibt. Aus der Operation von H auf B folgt dann, da13 CH(zc) 
keine 2-Gruppe ist. 
(2.7) LEMMA. Fiir Primzahlen p mad q mit p f q seien 4 und B elementar- 
abelsche Gruppen mit 1 A i = p’& und I B 1 = q” sowie G = AB mit B = F(G), 
d.h. B kann als treuer F,A-Ailodnl betrachtet werden. 
(2.7.1) Ist q = 2, so ist +rn > n; bei Gleichheit gilt p = 3. 
(2.7.2) Ist p = 2, so ist m > n; bei Gleichheit ist G isomorph xum direkten 
Produkt z’on n = m Diedergruppen der Ordnung 2q. 
(2.7.3) Ist p = 2, so gibt es x1 ,..., x, E B mit (xl ,..., x,,,%j = B, so day 
(xi) fiir i = I,..., m Xormalteiler aon G sind. 
Beweis. Fiir n = 1, sind die Behauptungen offensichtlich richtig. 1st 
n > 1, so gibt es eine maximale Untergruppe A, von A mit C,(A,) + 1 
(s.z.B [2, 2.31). Dann folgen die Behauptungen fur A,[B, A,] und damit 
such fur G. 
(2.8) LEMMA. Sei V ein treuer F,G-Modul und G = SB, mobei A und 
B = F(G) elementar-abelsche Grnppen mit 1 A i = 2” > 1 rind [ B ’ = pin 
mit einer ungeraden Primzahl p seien. Dann ist n < dim V/C,(A). Bei Gleich- 
heit ist p = 3, und esgibt ein a E A mit dim V/Cv(a) = 1. 
Beueis. Fur HZ G und IV _C V sei [H, W] = (w - uh 1 zc E TV, h E H). 
Seien (x1),..., <a~,) die nach (2.7.3) esistierenden Normalteiler von G mit 
<Xl ,..., x,)=B und x=xr...x sowie V,, = C,(B n (A, Azj) und 
IT1 = [B n (A, A”), V]. Dann ist ? = V,, @ Ii . Wegen A n A’ = 1 ist 
B n (A, Aa) = F((A, AZ)), und wegen dim V/C,(A) = dim V,(jC,A) + 
dim V0/C,(L4) kann man V,, = 0 und G = (A, AZ> annehmen. Dann 
folgt dim C,(A) < Q dim V. Mit (2.7.1) und (2.7.2) erhalt man n < m < 
& dim V < dim V/C,(A) und Gleichheit fur n = dim V/C,(,4). In diesem 
Fall ist p = 3 wegen (2.7.1) und G = T1 x ... x T, mit zu x3 isomorphen 
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Gruppen Ti fur i = l,..., n wegen (2.7.2). 1st {d) = A!” r\ 7’r , SO ist C&l) c 
C,(d). Da wegen x E C,(C,(C,(A))) und V = <C,(A), C,(A”)) augerdem 
C,(C,(A)) = 1 gilt, folgt CBO(C,(d)) C C&C,(d)) = 1 mit B, = B 17 
v-2 x ~p. x Z’,j, weswegen C,(n) ein treuer F&3,-Modul ist. Wegen (2.7-i) 
ist daher nz = + dim V > 4 dim C,(d) > r(B,) = nz - 1. Wegen m - 1 < 
dim CV(dj,/CCv(&..) ist dim C,(d) > 2(nz - 1). 
(2.9) L~XMA (rgl. Thompson, [8, Lemma 5.381). Sei G eine Gruppegera- 
der Ordnung, die keine Lhtergruppe oom Index 2 besitzt. Eine 2-Syhgruppe 
FOG G habe eine maximale Untergruppe M, so daJ es in S .\. J keine Elemente 
der Ordnung 2+l gibt. Ist x E S ein Element der Ordnung 2”, so gibt es ein 
g E G mit x0 E :%I. 
A’ezceis. Sei IT die Verlagerung van G in SiM. Da / G: S 1 ungerade 
ist, ist such die Anzahl der Xebenklassen Sg mit Sgx = Sg ungerade. Da 
es in S.\. dl Seine Elemente der Ordnung 2+r gibt, ist (x2)” E M fur (xeja E S, 
und es folgt V(x) = M n[gxg-l = M, wobei g eine Menge van Vertretern 
van Kebenklassen durchlauft, die van x festgelassen werden (s. [5, Kapitel 
IV, HiIfssatz 1.71). Daher gibt es ein 12 mit hxkl f  M. 
(2.10) LEWVL~: Sei G eine Gruppe, die keine Lhtergruppe z:om Ihdex 2 
be&t. Eine 2-Sylowgruppe S e;on G sei eine Quasidiedmgruppe. Dunn ist 
SC C,(Z(Sjj. 
Beweis. Aus der Struktur van S folgt, dal3 es in S eine maximale Unter- 
gruppe dl gibt, so daD die Voraussetzungen van (2.9) fur n = 2 erftiilt sind. 
Dann gibt es aber verschiedene S, , S, E Syl,(G) mit x E S, n S, und 
o(x) = 4, so dal3 X(S, n S,) C C(xa) Seine 2-Gruppe ist. 
(2.11) Im folgenden sei G eine X-Gruppe und S E Syl,(G). 1st X ein 
2-Xarmalteiler l-on G, so ist offenbar such G/M eine X-Gruppe. Ist N ein 
Normalteiler van G, aber Seine 2-Gruppe, so ist G = SX. Insbesondere ist 
O?(G,‘O,fGj) ein minimaler Kormalteiler van G/O,(G). 
(2.11.1) &i G az@sbar und Z = L$(Z(O,(G))). Es gelte (a) Z r? Z(S) + 
Z n Z(T) jiir T E Syl,(G) mit T f  S; (b) J(S) $ OQ(G). Ferner sei Z, = 
sz,(Z(J(Sj)i und Pi = C(Z,) sowie W = O,,,,(G) J(S) und - der nntiirlicke 
Homomo~plzismzls con G nach G/O,(G). 
(2.11.1.1) Ist A E A(S), so ist (A n O,(G)) [Z, O”(G)] E A(S). 
(2. ! 1 .1.2) W ist eiu direktes Produkt BO?Z zu x3 isomorphen Gruppen. 
(2.11.1.3j Ist E ein zu x3 isomorpker direkter Faktor z’tiz IT, so ist 
i [E, Z]: = 4 und Z = ( Xxcc [Es, Z]) x (Z n Z(Wj). 
124 BERND BAUMAIW 
(2.11.1.4) Ist G = (PIGj, so ist Pl E Syl,(G). 
Bezceis. Wegen (b) gibt es ein A E A(S) mit A !& O,(G). Sei Z = 
[Z, 02(G)]. Es ist dann (A n O,(G)) Z elementar-abelsch und daher 
I(AnO,(G))ZI=]BnO,(G)j;Z:An~I~jAI=IAnO,(G)I:Al 
also j 2: A n Z j < ( d ! . Da man Z vvegen (a) als treuen Fa(JO,(G))- 
Modul auffassen kann, folgt 1 A ] < 1 Z: A n z ( aus (2.8) wegen Cz(,4) = 
A n Z und damit 1 A ] = 1 Z: -4 n Z I . Hieraus folgt (4 n O,(G)) 2 E A(S) 
und damit (2.11.1.1). Ebenfalls aus (2.8) folgt die Existenz von a E 2 mit 
I Z: Ca(a)l = 2. Sei nun V ein minimaler Normalteiler von G mit V _C Z. 
Dann kann man I/ als treuen, irreduziblen FsG-Modul auffassen, und wegen 
C,(z) = Z fur z E Z(S) n Vg la& sich (2.6) anwenden. Da w dann eindeutig 
bestimmt ist und J(S) ein Normalteiler von S mit J(S) = ~2’ ist, folgt 
(2.11.1.21. 
Da die Involutionen von E Transvektionen auf Z (betrachtet als F.&h 
Modul) induzieren, folgt I[,?, Z] i = 4 und wegen I V: V n A j = / Z: Z n A 1 
such V = [W, Z]. Da W ein direktes Produkt von zu i? konjugierten Gruppen 
ist, folgt (2.11.1.3). 
Zum Beweis von (2.11.1.4) sei PIG = {Pr , P2 , Ps} und Zi = ~Ql(Z(~(T(pi))). 
Dann ist, / Z: Z(G) n Z = 4 und i[G, Z] 1 = 4 sowie (-4 n O,(G)) Z E A(P,) 
fur alle A E A(P,) und i, j = 1, 2, 3. 1st Z = (Zi I i = 1, 2, 3), so folgt 
(A n O,(G)) Z E A(Pj) und damit I 2: Zj j = 2 sowie i Z: Z, n Z, i = 4. 
Wegen Z, n Z, L Z n Z(G) und Z _C Z ist daher Z = Z. 
(2.11.2) Sei O,(G) = 1 und M = 02(G), eine einfache nichtauflosbare 
Gruppe. Ferner sei T E Syl,(M) mit 1 S n T I = 4 (s. (2.11.2.4)) und 
AT = A&(S n T). Die Konjugiertenklasse einer in einer 2-Sylowgruppe von 
M zentralen Involution wird mit D bezeichnet: 
(2.11.2.1) ATM(S) = S n M. 
Beweis. Mit dem Frattini-Argument folgt S n M # 1, und S = 
Xo(S n Ad) ist eine maximale Untergruppe von G. 
(2.11.2.2) 1 S n M 1 > 4; alle Involutionen van. M sind in M konjugiert. 
Bezceis. Aus dem Frattini-Argument, (2.9), einem Satz von Burnside [4, 
Theorem 7.1 .l] und (2.11.2.1) folgt S n JI I > 4. Wegen (2.9) sind alle 
Involutionen konjugiert. 
(2.11.2.3) Ist P E Syl,(M) und P $ S, so ist / S n P I < 4. 
Beweis. 1st / S n P 1 > 4 maximal, so gibt es ein x E S n P mit O(X) > 2 
und :VG(S n P) L C,(~Qr((?c>)). Wegen S C C,(Q,((x))) folgt ein Wider- 
spruch. 
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(2.11.2.4) Es gibt T E Syl,(M) mit j S n T i = 4. 
Bezcieis. (2.11.2.4) folgt sofort aus (2.11.2.2). 
(2.11.2.5) N ist isomorph xu xs . 
Beer:&. (2.11.2.5) folgt, da C(d) fiir n E D eine 2-Gruppe und S n M 
eine Diedergruppe mit j S n 31 I > 4 ist. 
(2.11.2.6) ; Z(S)1 = 2. 
Bezeis. Ware ; Z(S)1 > 2: so gabe es x E Z(S) mit NC C(X) entgegen 
s = C,(x). 
(2.11.2.7j :Y ist eine maximale L;ntergruppe 8on M. 
Bezeis. Sei SC G C M, so daB 1 U I2 maximal ist. Wegen (2.11.2.5) 
ist O,(C) = 1. Angenommen, 08(U) # &T. Sei d E U n D .\. 02(L’). Da 
C,(d) eine 2-Gruppe ist, folgt 1 C,(d) I = 4 und d liegt in genau einer 2-Sylo~- 
gruppe von K, woraus folgt, da0 es ein e E 02(U) n D gibt, so da0 (d, e> 
keine 2-Gruppe ist. Da d und e in U nicht konjugiert sind, folgt wegen 
(2.11.2.2) dann 2 f  Z((d, e))+ c D, was nicht sein kann. Daher ist 
o”(C) = LT. Gibt es ein x E Arewns(S n U) .\- CT, so folgt o.3.d.A. 
x E N((S 17 hv, A’, Pj), was wegen (S n U, A~, APj L G und der Maxima- 
litat van 1 IL’ !a nicht sein kann. Daher ist ! M ,2 = 1 U I”, = j M le. Dann ist 
aber S c K(~:X~>) und (W) C U, was nicht sein kann: da S eine maximale 
Untergruppe von G ist. 
(2.11.2.8) 1 C(S n T); < 8. 
Bezceis. Sei C = C&V) und y  E LV~(N,(S IT Tj) .‘\* N(S n Tj. Da N 
wegen (2.11.2.7) eine maximale Untergruppe von M ist, folgt C n CY = 1 
und damit iC, CJ) C Z(NJS n T)), woraus (2.11.2.8) folgt. 
(2.11.2.9) r(S) < 3. 
Beweis. Angenommen, es gibt eine elementar-abelsche Gruppe U c S 
der Ordnung 4 mit G n M = 1. Sei P = (U, M n S>. Wegen r(P) > 3 
gibt es wegen (2.2) einen elementar-abelschen Xormalteiler K von P der 
Ordnung 4, fur den dann KC :V(S n T) und damit C = C(N(S n T)) I’ K 
megen (2.11.2.8) folgt. 1st ’ M i2 > 8, so folgt wegen ; P: C,(C), < 2 und 
(2.11.2.7) ein Kiderspruch. 1st : M la = 8, so ist C,(C) = (C, Mn P> 
wegen (2.11.2.8) und (2.11.2.7). Da d ann in (U, M) die Involutionen von 
(C, Mj .‘..; 4rI alle konjugiert sind, kann man CC G annehmen, was nicht 
sein kann. 
(2.11.2.10) Ist x E S.\. M eine Inaohtion, SO ist C,~a(~j ke&e 2-Gruppe. 
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Bezceis. 1st 1 C,,D(s)l > 1, so ist 0.B.d.A. x E C(S n T), undNo(S n T) 
ist isomorph zu & x zs wegen (2.11.2.8). Dann ist aber (x) zu 
Z(No(S n T)) konjugiert. Angenommen, 1 C,,,(s)l = 1. Ware C(x) eine 
2-Gruppe, so ware / C,(,,(x)l = 4, un d x ware in genau einer 2-Sylowgruppe 
von (N) Al enthalten. Daher gabe es ein y  E D, so da13 (x, y) keine 2-Gruppe 
ist, und es ware 2 + Z((x, y))+ g x G. Da alle Involutionen aus (x} dl .\; :M 
konjugiert waren, folgte ein Widerspruch. 
(2.11.2.11) Ist E E S .\; M, so ist C,(x) :c N(S n T) odes (N, M) ist 
eine X-Gruppe. 
Beweis. Angenommen, x $ N(S n T). Gibt es eine echte X-Untergruppe 
H von (x, M) mit (x, J!f n S) E S&(H), so ist N c H wegen (2.11.2.4), 
woraus wegen (2.11.2.7) der Widerspruch M = (N, NE) C H C M folgt. 
Angenommen, x E N(S n T). Wegen (2.11.2.5) und (2.11.2.8) ist 
1 Z(,\r(S n T)); = 2 und <x) ist zu Z(:V(S n T)) in S konjugiert. Aus 
(2.11.2.7) folgt damit (2.11.2.11). 
(2.11.3) Sei G nicht auj%sbar und O,(G) = 1. Dam ist ; Z(S)1 = 2. 
Beweis. Sei E ein einfacher direkter Faktor von OB(G). Dann ist Z(S) _C 
K(E) sowie C,(,)(E) = 1 wegen G = (E, S> und O?(G) = 1. Daher ist 
/ z(s); < 1 Z(IVs(E)~O*( W))] mit W = EiVs(E). Da W wegen (2.5) eine 
X-Gruppe ist, folgt (2.11.3) aus (2.11.2.6). 
(2.11.4) 1st QJZ(S)) g O,(G), so ist 0,(0’(G)) = 1. 
Bezwis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel und N = 0,(0”(G)) sowie 
x E Q,(Z(S)) .\; O,(G). Dann folgt OS(G) C (xo’(G)), da G eine X-Gruppe ist. 
Dann ist aber 1V 2 Z(O*(G)). Da die Behauptung fur au&bares G gilt, ist 
Oa(G)/M ein direktes Produkt von nichtaufliisbaren einfachen Gruppen & 
mit i = 1 ,..., n. 1st Ei das maximale Urbild von Ei in G, so ist E+Vs(EJ 
wegen (2.5) eine X-Gruppe. Daher folgt nach Induktion, dal3 OP(G)/N ein- 
fach ist. Ferner ist 1 i\; j = 2. Gibt es eine Involution n E 02(G) .\. N, so 
gibt es wegen (2.11.2.2) eine weitere Involution b E O”(G) .\; N mit 
ia, b, V) = S n O’(G), da ejne 2-Sylowgruppe von Oa(G)/N eine Dieder- 
gruppe ist. Wegen (2.11.2.2) folgt dan S n O”(G) = (n, b) x :\‘, was nach 
einem Satz von Gaschtitz [5, Kapitel I, Hauptsatz 17.41 nicht sein kann. Daher 
gibt es keine Involution in 02(G) .!; N, was wegen x E Z(S) ein Widerspruch 
zu (2.11.2.10) und zur Maximalitat von S ist. 
(2.11.5) Sei G nicht au@sbar. Fiir S, T E S&(G) ntit S f T gelte 
C+(Z(S)) n O,(G) f ,L$(Z(T)) n O,(G). Dam ist J(S) 6 O,(G). 
Bezceis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel. Der natiirliche Homo- 
morphismus von G in G/O,(G) werde mit - bezeichnet, und El ,..., E, seien 
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die maximalen Urbilder der einfachen direkten Faktoren van P(G) soivie 
Z = Qr(Z(O,(G))). Wegen (2.5) ist dann G = <Elf LYs(E,), -4:: fiir ein 
A E .4(S). Angenommen, ~1 > 1 und R = a .c AYG(zl) f  I. Yormaiisiert R 
keine elementar-abelsche ‘Cntergruppe der Ordnung 4 ron i?r : so ist (R, E,'? 
wegen (2.11.2.11) eine X-Gruppe, und es folgt G = i;Er, A). Da dann C,&R) 
wegen (2.11.2.1C) keine 2-Gruppe ist, gibt es eine elementar-abelsche 
Grulpe B + 1 ungerader Ordnung van G mit R L C(B), die l-on 3 
normalisiert wird. Wegen (2.11.1.1) folgt dann aber 12 = I. Ist R = 1, so 
gibt es ebenfalls ein solches B und Z 18% sich wegen Z ;T Z(S) f  Z fi Z(T) 
als treuer F,(,?&)-Nodul auffassen. Wegen d E d(S) ist -2 j > j Z: A n Z I: 
und es folgt ails (2.Q daD es ein a E A mit ’ Z: &(a)/ = 2 gibt. Mit (2.6) 
foIgt dann ein Widerspruch. Daher kann man wegen (2.11.2.11) annehmen, 
da8 A das maximaIe Urbild W einer elementar-abeischen 2-Untergruppe 
maximaier Ordnung van O*(G) normalisiert und Lq ;7 O,(&l,( IT)) f- 1 ist. 
Sei II = <A, ArE,(W) IV). Dann ist H eine X-Untergruppe van A’o(W7). 
Wegen (2.11.1-l) folgt dann A, = (A n O,(H)) Q,(Z(O,(H))) E A(S) und 
- - 
damit I f  Al S iVc(E,), woraus nach Induktion n = 1 folgt. Kegen (2.11.2.9) 
ist dann / -4 ; < 8. Betrachtet man 2 alsF,G-Modul, so gibt es Teihnoduln V 
und IVY so da!! V/W treu und irreduzibel ist. Regen (2.6) folgt daher 
i Z: C,(a): > 2 fur n E ,@. Damit ist 4 < I Z: Z n A ’ .< ii j < 8. 1st 
! Z: Z n A ! = 4, so folgt C=(n) = C,(_q) fur aile a EA. Da ix:egen (2.11.2.9) 
0.B.d.b. Z(S) n d # 1 ist, folgt G = c(C,(n) j n E 9+> und Cz(&q) ist 
invariant unter G, was nicht sein kann. Daher ist I Z: .Z A A = 1 J I = 8. 
Wegen (2.11.2.83 und (2.11.2.9) ist dann ,YG(A) isomorph zu zl_ >: ze ~ und 
es folgt ; B n .& 1 = 4 fur .1c E ATg(LY~(L~j) .‘; -TT~(2i). Da Cz,iLTj = 
&pAnAs &(nj = C,(3) und ATc(A) = ((L~~)~f \ y  E l\T&L%)> gilt, folgt 
:Vc(&l c C&A n Z). Kegen C,(Z(S) n -1 n Z) = S faolgt ein Kiderspruch. 
3. BEWEIS DES SATZES 
Im folgenden sei G ein minimales Gegenbeispiel zum Satz und S eine 
nilpotente masimaIe Gntergruppe van G. Dann ist F(G) = 1 und G = SR 
mit einem nichtauflosbaren, wegen (2.5) einfachen Sormalteiier R Ton G. 
Mit D wird die Ronjugiertenklasse in G einer Involution aus Z(S) bezeichnet. 
Wie in [?j zeigt man: 
(3.1) SES&(G) und i D n S i > 2. 
Insbesondere gibt es d, e E S n D mit de = ed f  1. AuBerdem folgt nach 
Induktion die Existenz einer X-Untergruppe C iron G und einer elementar- 
abelschen Gruppe B C S n U mit B = (B n D> und C(B) L I;; (man wahle 
z.B. C(d) n C(e) maximal und betrachte N(C(d) n C(e))). Wit diesen Eigen- 
schaften sei LT so gewahlt, dal3 P = U IT S maximal ist. Ferner sei 
y  E Xs(P) .!; P mit ys E P. 
(3.2) O,(U) n D f  z. 
Beeeis. Angenommen, O,(L’) n D = a. 
(3.2.1) Li ist ?zicht azcj%sbar. 
Bewis. Angenommen, U ist auf&bar. 
(3.2.1.1) O,(G) i 1. 
Beweis. Angenommen, O,(U) = 1. Dann ist O,(U) f  1, da U auf- 
l&bar ist, und N = O,( LT) = F(G) is ein minimaler Normalteiler van U, t 
da U eine X-Gruppe ist. Fur d E P n D ist CA,(d) = 1, und es folgt 
.@ = x-l fiir x E :V. Nach Wahl van CT gibt es e E P n D mit d # e 
und damit 1 f  ed c C(N) r\ P im Widerspruch zu N = F( U). 
(3.2.1.2) O,~(U) = (x E u ; o(x) Es l(2)) f  1. 
Beweis. Wegen (3.2.1.1) ist O,(U) + 1, woraus P = iVs(O,(U)) und 
damit Z(S) L P wegen der Maximalitat van P folgt. Ware (d, e) fi.ir 
d E Z(S) n D und alle e E du eine 2-Gruppe, so ware (d”) 2 O,(V) wegen 
(2.1) im Kiderspruch zu O,( I;‘) n D = 5. Wegen d E C(O,( U)) gibt es dann 
ein Element x f  1 ungerader Ordnung mit x E C(O,(U)). Dann 
ist aber O,(U) f  F(C), und O,(C) = 02( c!:> t I is ein minimaler Normalteiler 
der X-Gruppe I;: 
(3.2.1.3) Nach Wahl van G ist T = (de i d, e E P n Dj + 1 und O,,(U) 
wird van T zentralisiert. Wegen ATs(P) C N(T) folgt ein Widerspruch zur 
Maximalitat \Ton P und damit (3.2.1). 
(3.2.2) Es@ O,(U) n O,(G)'J = 1, 04(L7) n O,(U) = 1 und j Z(P)1 < 4. 
Beuyeis. Da fur O,(U) = 1 wegen (2.11.3) nichts zu zeigen ist, kann man 
O,(U) # 1 annehmen. Aus der Maximalitat van P folgt dann P = Ns(O,( 6’)) 
und damit Z(S) L P. Wegen O?(Uj n D = 0 ist dann 09(U) 2 (d”) _C 
C(O,( CT)) fur d E Z(S) n D, woraus oP(U) n O,(C) = 1 wegen (2.11.4) 
folgt. Da O,(U) n O,(U)u v-on ( y, r/r) normalisiert wird, ist O,(U) n 
O,( C:j” = 1 wegen der Maxima&it van P und damit wegen (2.11.3) such 
1 z(P): < 4. 
(3.2.3) Es ist (CT n Dj = 04(tir) x M mit J!i = P n 02(L~)~. 
Beweis. Wegen (3.2.2) ist 02(U) = Xi Ei mit einfachen Ei . Sei 
d c U n D. 1st d $ ni X(&j, so ist 0.B.d.A. El” = E, . 1st Q E SyI,(E,E,) 
fur eine ) El 1 teilende ungerade Primzahl q, so folgt Co(d) + 1, was wegen 
C(d) E SyI,(G) nicht sein kann. Daher ist C n D _C ni N(Ei). Induziert d 
SILPOTEXTE AIASIMALE UXTERGRVPPEY 123 
auf Ei einen %uBeren Automorphismus, so ist C(d) wegen (2.11.2.10) wieder- 
urn keine 2-Gruppe. Da 02(V) 8: (I/r n 0, wegen O,( C-j n II = z gilt, ist 
daher ( L7 n D> = O*(G) x M mit 31= O,(( LT n D)) und <P n 0; = 
S, x A1 mit S, = @(V) n P. Angenommen, AI f  1. Aus der Maximalit$ 
von P folgt dann P = :Vs(M) und damit Z(S) L P. Wegen (3.2.2) ist dann 
auberdem Z(P) eine eiementar-abelsche Gruppe de; Ordnung 4. Snge- 
nommen, M ist nicht abelsch. Da M n W = 1 wegen (3.2.2j ist, ist dann 
Mv c C(S,j. Daher gibt es ein s = STIZ E X’J mit s E S, und n: E X sowie 
a E S,, -\. C(X>. Wegen a E C(M) ist dann 1 + x-lx” = s-%rlsnm = rlsc E 
Mr n S, . Dann ist aber such S,u n X f  1, woraus S,g c-1 S, = 1 wegen 
IZ(P)nS,I=2folgt.Seinund=u~EDn~~mitz;;S’,unda~Z(~-j. 
Dann ist I+ E Z(P) n S, und uy = gh mit Iz E M und g E Z(S,j wegen 
S, n Sz = 1. Hieraus folgt dv = cgglz und damit g = 1, da C(dy) einc 
2-Gruppe ist, sowie EY EM. Mit S, = <r&’ n S,} erhalt man also (3.2.3j. 
Angenommen, M ist abelsch und S, n D + O. Wegen X f  i gibt es ein 
x = daED, wobei o.B.d.A. d E Z(S) n D and n E N ist. Kegen 
a E Z(<P n D)) und M n W = 1 ist Q” = db mit b E M. Dann ist aber 
XV = du’ = 6 E 51, was wiederum nicht sein kannT da C(~l~j keine 2-Gruppe 
ist. Daher ist S, n D = ,z. Aus der Maximalitgt von P folgt dann 
(Z(P) n S,)v = Z(P) n M und damit S,v = X. 
Angenommen, M = 1. Sei 0.B.d.A. B E A((P n D>) und S = .Xo(Bj. 
Dann ist N ,? 02(L) ein direktes Produkt von zu Ca isomorphen Gruppen, 
und die Elemente van B n D sind schon in X fl O”(C) konjugiert, woraus 
/ N 1 = 21~~3~ folgt. Wegen B C 2(O;3(:\y)) ist daher R = Oq,a(Arj L Le. Dann 
ist aber L’ = ‘.R, P> = (R?I, P”>, was der R4aximalitlt von ,P widersprichr. 
(32.4) Xegen (3.2.3) ist 0.B.d.A. B = (B n W(Cj)!J (B IT 02(5jj E 
A((P n D)). Sei :V = Xc(B). Da die El emente v-on B n II in YV konjugiert 
sind, ist / N ; = 29. Sei 9 E Sy18(N). Wegen B c 2(0,(M)) und C(B) E U 
ist Q n G E Syl,(C,(B n O,(iYj)), und es ist (C, n CT, i3 n @(LA; 2 
C((Q n LTV, B n O,(U))). AUS 
folgt daher [Oe( Uj, 02(LT~)] = 1, was wegen ( y, P> z X(0*( b’j . Oa( C@j) 
einen Widerspruch zur Maximalitat von P liefert. 
(3.3) J(P) g O,(G). 
Bezoeis. 1st J(P) z O,(U), so ist J(P) charakteristisch in P und in O,( ti) 
und wird daher von (IVY, U) normalisiert, was einen Widerspruch zur 
Maximalitat von P liefert. 
(3.4) U tit a@&bar. 
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Beeseis. Angenommen, L ist nicht auf&bar. Wegen (3.2) is 
O,(L) n D f  2:) woraus XJO,(U)) = P und damit Z(S) C P aus de. 
Maximalitat T;on P folgt. Ware Z(S) g O,(V), so gabe es wegen (2.1) eir 
g E c, so dal3 (Z(S), Z(S)g> = H keine 2-Gruppe ist. Weger 
H 2 C(O,(c) n 0) folgte ein Widerspruch zu C(O,( V) n D) 2 P 
Wegen Xc-(~r(Z(S))) = P sind damit die TToraussetzungen van (2.11.5: 
erfiillt, und es folgt J(P) = J(O,(L)) im Widerspruch zu (3.3). 
Wegen (3.3), (3.4), und (2.11.1.2) ist J(P) O,,,(U)IO,(U) isomorph zu 
x;J 13 . Es sei F das maximale Crbild eines zu Es isomorphen direkten 
Faktors dieses direkten Produktes und /P,“) = E mit PI = C(&(Z(j(P)))) 
sowie (PI , Pz , P$ = PIF und X = O,(E). Wegen (2.11.1.4) ist 
PI” = $1,(E), und wegen J(P,) g J und (2.11.1.3) gilt ! K I = 4 mit 
R = [E, Z] und Z = -O1(Z(JT)). 
(3.5) EJ C 34 (fiir de y t .Sys(P) .‘,- P nzit yz E P). 
Bezceis. Sei 4 = Qd-wbm W = J(P) O&L’), T = (KvE>, 
Y = (K, KY>, I’ = ((T’)c’), C = C,(V) und X = (Yp>. Angenommen, 
T g -If. 
(3.5.1) T ist iswzorph zu X4. 
Bexeis. Wegen y  E X(Pl) ist mit K such KB ein Xormalteiler van PI , und 
es folgt (3.5.1) mit Hilfe 8on Erzeugenden und Relationen. 
(3.5.2) y  E C(K n KJ). 
Bezeis. Wegen K n KY c Z(P,) und J(P) C PI folgt K n Kg _C Z, . Da 
J(P) $ AP ist, folgt K g Z, , und man erhalt Y n Z, = K (7 Ku = [K, K’J] = 
K n Z, = KY n Z, . Aus y  E A’(Z,) folgt daher y  E X(K n KY) und megen 
j K n KY = 2 damit (3.5.2). 
(3.5.3) X ist isomorph zu einem direkten Produkt ran n Diedergruppen der 
Ordnwzg 8. 
Bezceis. Da Y ein Normalteiler van PI und PI ein Normalteiler van P ist, 
ist Y? fur g E P ein Kormalteiler van PI . 1st k’g n Y # 1, so folgt damit und 
weil Yg wegen (3.5.1) eine Diedergruppe ist YQ n K # 1 und daher KC IiT 
wegen (2.11.1.3) sowie g E :Vp(K) = C,(K n Kg). Wegen (3.5.2) ist aber 
y  E l\7s(C,(K n KY)), weswegen XJK) c N(Y) und damit YO = Y folgt. 
(3.5.4) V ist ein direktes Produkt am n xu A, isomovpken Gruppen. 
Bezceis. Da Xp(K) eine 2-Sylowgruppe van lVTj(K) ist und Y van Np(K) 
normalisiert wird, gilt Xp(K) = Arp( T). Sei Q eine 3-Sylowgruppe van li mit 
Q n T f  1. Da Q abelsch ist und Q c IV sowie T’ = (Q n T, K) gilt, folgt 
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Q r N(T’). 1st u E AT&), so normalisieren sich T’ und (T’)” gegenseitig, 
und man e&h mit dem Frattini-Argument, da13 ((T’)““(Q!> ein direktes 
Prod&t van II zu A, isomorphen Gruppen ist. Wegen IVES = @V#J !L 
N&T’) c LY:‘,(K) folgt 12 = 1 u: L’,(K)I = [ G: N,(T’)j. 
(3.5.5) O,(C) = O,(V) c. 
Bezeis. Kegen O,( CT) C K( T’) induziert s E O,(C) einen inneren Auto- 
morphismus auf T’. Wegen Z(T’) = 1 ist dann (T’: x> = T’ x CcT,,,:>(T’). 
(3.56) C ist elenzentar-abelsch (d.k. PI = W I? P) md i C ! < 2”. 
Beweis. Wegen (U, y) c M(C n Cv) folgt C n c’j = 1 aus der Ma:rimali- 
t;dt van P. Da wegen (3.5.2) auBerdem y  E N(Z(X)) gilt, ist Cd 2 W n P == 
Cp(Z(X)). Wegen X n C = 1 und XC = W n P ist C isomorph zu einer 
Untergruppe van X. Da mit C such c” ein Sormalteiler van TV n P ist and 
CI r: X = 1 gitt, folgt CL Z(W n P) und mit (3.5.3) such (35.0). 
(3.5.7) P n D c w. 
Beweis. Angenommen, es gibt ein d E D r? ZY .\- 8’. Dann gibt es ein 
g E U mit (T’) gA 4 (T’)B, und d zentralisiert wegen (3.5.4) ein Element der ,
Ordnung 3! was nicht sein kann. 
(3.5.8) IZ(WnP)nD; =l. 
Beeoeis. Angenommen, es gibt ein e s Z(W gp\ P) n D .i; (d) mit 
(d> = Z(S) n D. Da C() e eine 2-Gruppe ist, ist e = dz tit z E C und 
e’s = d,v,zi mit 9 = xzr und x E X sowie .a, E C. Wegen C !-I Cu = 1 ist 
‘2 f  1, woraus x = d wegen dx E Z(X) folgt. Dann ist aber C 17 D + CT I was 
nicht sein kann, da C(C) keine 2-Gruppe ist. 
(3.5.9) n = 1. 
Beweis. -Angenommen, n > 1. Da sowohl P a!s au& (P: 3::) transitiv auf 
(Z( IV n P) n K? 1 g E P> operiert, gibt es 0.B.d.L ein I c Z(W n P) mit 
y  E C(z), so da13 C,(z) eine maximale Untergruppe van P ist, C,(z) aber 
keine 2-Gruppe ist. Sei nun i?? eine X-Untergruppe van G mit Cs(,z) Z r, 
so da13 c n S maximal ist. Wegen (3.5.7) und ZE Z(Wn Pj ist 0.B.d.A. 
C(B) g G n i;s, und c erfiillt die gleichen Yoraussetzungen wie U, und es 
gilt Z(S) n D 2 Oa(E). Sei e E 2(0,(c)) n D *\* Z(S). Angenommen, e s _P. 
Dam1 ist e = YC mit x E X und c E C, und e @ Z(W n P) wegen (3.5.7) und 
(3.5.3). ,AuBerdem ist ZT@) f  1 fiir i = l,..., r-, da C(e) eine 2-Gruppe und 
{e, eY> n M f  g ist (hierbei seien 771 )..., 7r7” die Projektionen van X auf 
seine wegen (3.5.3) zu Diedergruppen isomorphen direkten Faktoren. Dann 
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ist .yYy 1 yxY ‘ fL und wegen c, CY E Z(W n P) folgt eye # eey, was wegen 
e E 2(0,(u)) nicht sein kann. Daher ist e 4 P. Dann gibt es aber wegen 
R = .Ql(Z(O,(F))) g X(0,(V)) ein x E O,(C) und ein T E R mit o(w) = 8, 
und es ist r? f  I+, was wegen Y E Z(Oa(c)) nicht sein kann, und es folgt 
(3.59). 
(3.5.10) Wegen (3.5.1), (3.5.9) (3.5.6) (2.4), und (2.10) ist U isomorph 
zu C4 X x2 sowie 1 G ‘a = 32 wegen (2.2). Angenommen, es ist 
S n D .‘;a U + g. Dann kann man 0.B.d.A. y  ED vvahlen, und es ist 
o(ey) = 8 fur e EM n D .\. Z(S) sowie zG n (e, y) = B fiir Z(U) = (z). 
Wegen (2.9) ist daher z # OP(G) und S n OZ(G) ist eine Diedergruppe. Daher 
ist (D n S) _C U ein Normalteiler von S vom Index 4. Dann gibt es aber 
such eine maximale Untergruppe H von S mit zc n H = ,ZJ und G besitzt 
wegen (2.9) und (2.10) einen Normalteiler vom Index 4, dessen 2-Sylow- 
gruppen Diedergruppen sind. 
(3.6) Ist L ein elementar-abelscha Xormalteiler deu Ordmq 4 e’on Pl mit 
LQZundL_Cnl,soistLnZ(E)fl. 
Bezceis. Sei 2, = Qr(Z(J(P))), 2, = 2 n Z(E), T = (LE), N = C,(T) 
und A E ,4(P,) mit A c AI. Wegen (2.11.1.3) ist 2 = 2, x K und 
! 2: 2, / = 2. Angenommen, L n 2, = 1. Regen i PI: Cpl(L)i < 2 folgt, 
da13 MjX eine elementar-abelsche Gruppe mit 1 M/N 1 < 8 und damit 
1 ALX/N < 8 ist. 1st T nicht abelsch, so folgt 1 + [L, L”] _C L n L” _C 2, fur 
u E E mit L f  L”. Daher kann man annehmen, da13 T elementar-abelsch 
ist. Aus L $2 folgt j Pl: Cpl(L)/ = 2 und N + M. Ferner gilt B g C(T) 
wegen E g X(L). 1st A n A4 C X, so ist j T: B n T ! = 2 wegen 
I(A n M) T 1 < 1 A I und damit ] A n L” = 2 fur B g C(L”), was nicht 
sein kann. Sei R das maximale Urbild von @(P,/N) in E. Dann folgt R c C(L). 
Angenommen, ] AN/:\: = 8. Dann ist ANON n Z(E/N) f  1 und damit 
A n M g C(L). Da megen ‘L n 2, i = 2 auljerdem K _C T n C(A n :W) 
gilt, folgt C,(A) C C,(A n M) C C,(A n R) C C&4 n N) = T, moraus 
1 T: C,(A n RR)! = 2 wegen ( A ! = ;(A n M) K i = l(A n R) KL I = 
!(A n A;) T / folgt. Insbesondere ist I[A n R, T]! = 2. Ware A n R _C C(L”), 
so ware A n R _C C(Lu”) fiir a E A .\; &I und damit A n R _C iV, was nicht 
sein kann. Wegen [-A n R, L”] + [A n R, L”“] + 1 folgt dann ein Wider- 
spruch. Daher ist 1 AN/N I = 4. Dann folgt aber I T: &(A n IV)] = 2 und 
damit ein ahnlicher Widerspruch. 
Im folgenden sei yi E M(P,) n yE (i = 1,2,3; y  = yr), T = (IV), 
K = C,(T), T,, = (IFrE), IV,, = IZ,~(T,), V = (Tg-+), R = C,(V), 
Ti = [E, T]vil und :\ri = C,(TJ. Ferner sei - der natiirliche Homomor- 
phismus von E nach E/R. SchlieBlich sei y  so ausgewahlt, da13 1 T 1 maximal 
ist. 
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(3.7) T ist eke elemental-ubelsche Gruppe 77zit 2 < i Z(E) II T I < 
1 T: (Z(E) n T)! = 4. Fern ist j M!.iX ] = 4 und j[E, Tjj = L13. 
Bezgeis. Ware lP fur alle x E~P ein Normalteiler von E, so kire (IF’) 
ein Normalteiler von ( y, U> = G, was nicht sein kann. Da T ein Kormal- 
teiler von E ist, folgt i T ! > 4. Aus (3.5) und (3.6) folgt KY n Z(E) + 1 und 
damit ! T i < 16 sowie \[E, T]; = 8, da T/Z(E) n KY von 3 paarweise 
vertauschbaren Involutionen erzeugt wird. Ist T nicht abelsch, so ist 
Z(T) = <lz) eine zvklische Gruppe der Ordnung 4 mit ha E KY. Da (K”) 
ein Kormalteiler von M ist und KYzl 2 M wegen (3.5) und Kg;l A K = 1 
svegen (3.6) gilt, ist (r) n K = 1 mit Y = hzj-‘“z und Y E d/i. Wegen 
1 PI: M I = 2 ist dann aber (~“)y-’ E M, was wegen (?jy-’ $ C(K) ein M’ider- 
spruch ist. Daher ist T elementar-abelsch. 1st j T j = 16, so gibt es einen 
Normalteiler X 2 T von E mit 1 X 1 = 4. Da x”J-’ ein Sormalteiler von PI 
und Xv-’ n Kc Z(P,) ist, folgt XL Z(E) wegen (3.6). Daher ist C&T) = 
C,([E, T]) = Y!\‘, und es folgt (3.7). 
(3.9j i B 1 < 2”. 
Beweis. Da V/Z(M) n Tu-l von 3 paarweise vertauschbaren Involutionen 
erzeugt wird, folgt (3.9). 
(3.10) V ist elementar-abelsch, 
Bezeis. -Angenommen, Y ist nicht abelsch. 
(3.10.1) 5’ 2 No . 
Bemeis. 1st [To, TJ + 1, so ist 1 # [T,, , Tl] r! Tl n Z(P,) C K, da 
[To ? Tl] ein xormalteiler von PI ist. Damr ist aber TS n K + 1, mas nicht 
sein kann. Wegen V’ = (Ti ! i = 1,2, 3j folgt (3.10.1). 
(3.10.3) Aus (3.10.1) und (3.10.2) folgt IV: C,(T& = 2. Ist j T; n Tj i = 2 
fur i f  j, so folgt der Widerspruch Tl n T, = [TI ! Tz] = iTI , V] = 
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[T1 , T3] = Tl n T3 . Daher ist K c Ti n Tj und j ?7 i = 2j. 1st ai E Ti .\a K, 
so ist alaB E C(T,) und o(ara,) = 4. Dann ist aber such a,a,a, ein Element 
der Ordnung 4 und I’ = (a,a,a, , K) ist isomorph zu C, x C, . Da (a-; , K) 
Sormalteiler von M sind, folgt, da13 Y ein Xormalteiler von E ist, was nicht 
sein kann, da auf Y kein Element der Ordnung 3 treu operieren kann. 
Bewai. Sei 8, E A(P,) .\* ./i(M). Dann ist (~2~ n AT) K E A(M) und 
I(A, n M) KN/N ! = 2. Mit ~2 = ((a, n M) K)fl folgt (3.11). 
Im folgenden sei A gewahlt wie in (3.11). 
(3.12) C&4 n N) = C&4 n No). 
Beweis. Ware ; V: C,(A n N)’ > 1 V: C&4 n .N,)l , so ware 1 A ! < 
](a n LVO) T,,C,(A n X0)/ , was nicht sein kann. 
(3.13) Ti C Vfiir i = 1: 2, 3. 
Bcweis. 1st V=T,, SO ist E/X,, vvegen ]Pr:Nj=iP,:LV~.=8 
isomorph zu C&. Dann ist aber N,, = R und 1 A 1 < I(,.4 n A’,,) VT,, ) , was 
nicht sein kann. 
(3.14) Ist -To 1 > 2, so ist Z(E) n X0 = 1. 
Beweis. 1st 17=Z(E)nL~of1, so ist ILT~I =8 und !fTinlVjj =f2 
fiir i +j. Wegen (3.11)-(3.13) folgt I 2 n IV,, n ATI i = 2 und damit 
C = V,l(A n lTO n ~3) = Cv,(:%?a n lvs), vvobei V, das maximale Urbild 
von [E/Z(M) n Ty-‘, v/Z(M) n T”J-‘1 in V sei. Dann ist aber such 
C _C C,(Y), woraus v1 _C C,(Y) folgt, da C,(Y) ein Xormalteiler von E ist. 
Dann ist aber 2 = 1 K C,(Y): = l[Y, V]] und damit [Y, t’] cZ(E), was 
megen [Z(E), Ti] !& Z(E) ein Widerspruch ist. 
(3.15) ] x0 I = 4. 
Beweis. Wegen (3.14) und (3.8) ist / IT,, j < 4. Aus -z n lvO # 1 und 
d n 18 c iv1 folgt daher (3.15). 
(3.16) 1st 1 B / = 16, so ist A@ = & x :v.a und 1Vr = An 5f. 1st 
x E lYl+, so ist 2 = 1 V: C,(x): = I[x, V] i = /[LX, TJ 1 fiir i = 2, 3 wegen 
(3.12). Da man x mit [x, V]” + [x, Y] fur a E A .\. M vvahlen kann, folgt 
em Widerspruch. 1st i L%! 1 = 8, so ist 2 = i N; / = / V: C,(NJ 1 = 1 [V, NJ 1 = 
/[Tl , NJ/ fiir i = 2, 3. Dann folgt aber [V, NJ _C Z(E), was wegen 
Tl n Z(E) = 1 nicht sein kann. 
NILPOTEKTE B'i.%XIiVALE USTERGRLX'PEN 135 
LITERATLX 
1. 3. ALPERIX AXD R. LYOKs. On conjugacy classes of $-elements, J. .&v&n 
19 (1971), 536537. 
2. H. BEKDER, h group theoretic proof of burnside’s pug” Theorem, M&. Z. 126 
(1972), 327-338. 
3. 13. FISCHER, Finite Groups generated by 3-Transpositions, biath. Inst. U. of 
Warwick, 1970. 
4. D. GORENSTEIK, “Finite Groups,” Harper and Row, Nelr Pork, 1968. 
5. B. HUPPERT, “Endliche Gruppen I,” Springer-Verlag, Ber!in, Heidelberg, 1957. 
5. XI. SUZUKI. A characterization of simple groups LF(2, p), !. Fuc. Sci. L%z:. Tokyo, 
Sect. I, 6 (1951), 259-293. 
7. J. G. TIXO~IP~OX;, A special class of non-solvable groups, A&&. Z. 72 (1960), 
458-462. 
8. J. G. THOMPSOK, Nonsolvable groups all of whose local subgroups are solvable, 
Bd. A. M. S. 74 (1968), 383-437. 
